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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Filtros

Consideremos um Sistema Linear e Invariante no Tempo:

Continuo Discreto

x(t)— h(t) y(t) xinf— hin] —yln]

h(t) - resposta impulsiva do SLIT h[n| - resposta impulsiva do SLIT
y(t) = x(t) © h(t) yln| = z[n] @ hin|
Y (juw) = X (jw)H(jw) V(€)= X (M) H (")
H(jw) - Fungdo de Transferéncia do H (ej Q) - Funcao de Transferéncia do
SLIT SLIT
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Filtros

Filtro - sistema que selecciona, enriquece, ou remove componentes
do sinal.

Exemplos de Filtros:

e Filtros que seleccionam bandas de Frequéncias
(passa-baixo, passa-banda e passa-alto e rejeita-banda).

A

1H TH
passa-baixo e passa-banda 3
“IHI “IHI
(f) > > (f)
passa—alt:b B rejeita-banda B

e Filtros equalizadores (Ex.: de fase).

e Filtros para remocgao de ruido.

Universidade da Beira Interior




Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Analise de Filtros - Diagramas de Bode

Funcdo de Transferéncia Genérica

Bo(1+ JwTi) (1+ 2wz fon, + (jwfeon,)’)

() (1 + jwm) (1 + 2wt/ wn, + (j/war)’)

Caracteristicas de H (jw) = |H (jw)| e/%uGe:

H(jw) =

Ganho:

ok,
Polos:

e um polo real em —1/7;.

e um polo em Zero.

e dois polos complexos conjugados (caracterizados por (wy,,,E{p < 1))
Zeros:

e um zero real em —1/77.
e dois zeros complexos conjugados (caracterizados por (wy,,, 7z < 1))
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Analise de Filtros - Diagramas de Bode

Diagramas de Bode: Representacio Grafica de
H(jw) = |H(jw)| €16

Absissa: w escala logaritmica — log w

Digrama de Amplitude: 20 log,, |H (jw)|
Soma de cada uma das componentes individuais
(devido ao logaritmo, as multiplicagdes passam a somas)

20log, |H(jw)| = 20logyg |ko| + 201logyg |1 + jwTi]|
+20logy, ’1 + 2jwéz wn, + (jw/wnz)2’
—20logyq |jw| — 201ogyo |1 + jwT]|
—201og;, ’1 + 2jw€p /wn, + (jw/wnp)2’

Digrama de Fase:¢p .,
Soma de cada uma das componentes individuais

Pr(jw) = arg{ko} +arg {1+ jwli}
+arg {1+ 2jtz fon, + (jwfwn,)” |
—arg {jw} —arg {1 + jwri}
—arg {1+ 20/, + (jo/wns)’ |
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Analise de Filtros - Diagramas de Bode

Ganho: k, 20
0
1. Amplitude: 20 log; |k,| 20 log,JkJ (k,=0.1)
-20
-40 ' ' |
1 10 100 1000 10000
T2
k,>0
0
2. Fase: arg {k,}
-Tv2
0, k,>0
-7, ko, <0 k <0
Tt L ' ' -
1 10 100 1000 10000

Universidade da Beira Interior




Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Analise de Filtros - Diagramas de Bode

Polo Real: G =1/ (1 + jwr), w, = —1/7 20 —
Assimptotico
0 T
1. Amplitude: -20 dB/dec
ow— 0 = |G|dB_>O
ow=w, = |G|lgp =—3dB

40 ' -
ow>>w, = wp/100 wp/10 wp 10 wp 100 wp
|Glap — —201og;y(w) + 201og;o(wp)

TU2

Real

0
\ Assimptético
2. Fase: ¢ = —arctan (w/w),)

ow— (0 = ¢G_>O T2 + % ~—
ow=uw, = (bG = —7'('/4 -1/4 rad/dec
oW >>w, = ¢pg — —7/2

wp/100 /10 wp 10wp 100 wp
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Analise de Filtros - Diagramas de Bode

Polos Complexos Conjugados: G = 1/ <1 + 2jwép/wp, + (jw/wnp)z), com(0 < &ép < 1

1. Amplitude:
Glan = ~2010g10 /(1 — (@/wap)?)? + (26p w/ens)?

ow— 0= |Glap—0 20 - :
*W = Wnp = |G(wnP)|dB =2 10g10(2€P) Assimptotico
eSe<¢ép < 1/\/§ existe maximo 0 BRREREN Real (£=0) ——
WR = Wnpy/1 — 26]23 = \\ Relzleal_(E:QZ) -
20} (£=0.707) |
|G(wr)|ap = —20 10g10(2€P\/ 1 - 5123) 20 o Real (§=1) ———--
oW >> Wnp = 40 dB/dec
|Glap — —40log;p(w) + 401ogg(wny) 0100 /10 wp 0w 100 wp
U2
Assimptotico
O e LT}
2. Fase: e ::::\ - E;I\aé (_Eozgg —
(bG = —Oarctarsb(%p f(«)‘)/wnp) / (1 - (w/wnP)Q) o | i ReaIR(E:?.(gOZg _____ ]
o — = G — é \ ea —1) =———-
oW = Wnp iqZSGZ—?T/Q -Tr/2rad/dec
oW S>> W, = ¢g — —T -TT . e
’ w/100  p/10 wp 10wp 100 wp
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Analise de Filtros - Diagramas de Bode

Polo na Origem: G = 1/jw, w, =0

20

-20 dB/d
1. Amplitude: o

|Glap = —201og;g(w) 20

-40 '
0.1 1 10 100 1000

T2

2. Fase: ¢ = —7/2

0.1 1 10 100 1000
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Analise de Filtros - Diagramas de Bode

Exemplo

10 s (s + 316) (s + 1000)
(s2 +31.6s5 + 10%) (s> 4+ 103s + 107)

G(s) =
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Analise de Filtros - Diagramas de Bode

Exemplo

103 5 (s + 316) (s + 1000)

G =
(8) = (523 31.65 + 109 (2 1 10% + 107)

Kl,=1=316%x10" = Gypw=1)=-70dB

w,, = 0rad/seg
w,, = 316 rad/seg

w., = 1000 rad/seg

Wnp, = 3167ad/seg, &, =0.05 = Gaplwnp,) =20log(1/2¢, ) = +20dB

Wnp, = 31607ad/seg, &, =0.158 = Gap(wnp,) = 2010g(1/2,,) = +10dB
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Analise de Filtros - Diagramas de Bode

Exemplo

10 s (s + 316) (s + 1000)
(s2 +31.6s5 + 10%) (s> 4+ 103s + 107)

G(s) =

Diagrama de Amplitude

ol

 Rea
Assimptoético

1 10 100 1000 10000 100000 O
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Analise de Filtros - Diagramas de Bode

Exemplo

103 5 (s + 316) (s + 1000)

G(8) = 523 31,65 + 10°) (2 + 10°5 + 107)
Diagrama de Fase
TE_(I.) —— —— —— ..,.. Reéﬂ . .
: Assimptdtico 1
0 - -
| o ) T S R S S, S —
1 10 100 1000 10000 100000 (@
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Filtro Passa Baixo Ideal

e Amplitude:

tHl
1
. 1 |w| < w,

H =

HG) = IS ,
0 (JOC W

e Fase:

K

Brrtin = —wty |w| < we

Hi3w) = 0 w| > we “ .
0 W
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Filtros Passa Baixo Ideal

HGje) = {

_ sen(w.(t — 9))

0 |w| > we 71 . .
— h(t) = “Esine (Z(t — to) )
m T
Em que
sinc(wt) = sen(wt)/(mwt)
V[V
t0
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Filtros Reais

Factores de Projecto: A

|Hl
1
1-y

e Banda de passagem [0, w,)]
e Ripple na banda de passagem
e Banda de transi¢do |w,, w;)

e Ripple na banda de paragem o

Filtros mais usuais: o)

|
e Filtros de Butterworth % 0.}5 W

e Filtros de Chebyshev >
banda dey, ;44 gePanda de
e Filtros Elipticos passagerqransigéo paragem
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Filtros Reais - Filtros de Butterworth

Fung¢ao de Butterworth de ordem K:

1 AIm MIm

‘H(]WM — 1+ (w/wC)ZK

Para o Filtro de Butterworth sdo escolhidos os Re Re
polos da fun¢do de Butterworth que t€ém parte

real negativa, de forma a obtermos um sistema
estavel.

=2 =3

Exemplos (w. = 1):
o K =2=s5=—2/24j2/2
e K=3=s5=—-les=—1/2+5V3/2

o K = 5 — pim(2n+K—1)/(2K)

comn=12 ..,K

20 F

-40 g g e
1st order
2nd order
3rd order
-60 4th order
Sth order

Gain (dB)

2 80 |

100 I H H
0.01 0.1 1 10 100

Frequency (rad/s)
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Filtros Reais - Filtros de de Chebyshev e Elipticos

e Polos dos Filtros de Chebyshev sao retirados de elipses ’ o N
10 Gain=
em vez do circulo unitario. = o Vise
e Os Filtros de Chebyshev apresentam Ripple na banda o
de passagem. o r Passband Stopband
0.1 0\)/1(:[)O 10

e Normalmente os polos sao retirados de tabelas apre-
sentadas em funcdo da ordem do filtro e do Ripple na
banda de passagem.

Exemplo de Filtro de Chebyshev

e O aumento do Ripple seleccionado vai permitir dimi- 08 {M
nuir a largura da banda de transicao. 0
e Filtros Elipticos resultam da composicdo de filtros de 0:2: [TV
Chebyshev e filtros de Chebyshev Invertidos (apresen- M e ==
. 0.5 1 & 1.5 2 2.5 3
tam riple na banda de paragem). g

Exemplo de Filtro Eliptico
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Filtros Reais

Filtros estudados sao filtros normalizados (passa-baixos com w.=1)
Passagem para filtros ndo normalizados:

Gl Ll
S 1 1
1. Passa-Baixo: s — o —
C o o
0 1 W q 0, W
MHI tiHl
W, L .
2. Passa-Alto: s — . —
d 1 o ~W 0 W, ©
AHI tiHl
5 5 1 1]
S+ w —
3. Passa-Banda: s — B—O . . . _
S > T T L
qd 1 -0y 4 ] @y W

W, = /w1 wy - frequéncia central;
B = wy — wy - largura de banda.
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Filtros Reais

Bode Diagram

0
1 -20
0.9} g -40
Q
0.8} S -60
g
0.7} g _
g -80
0.6} -100
0.5}
-120
0.4} 0
0.3} -90
r >
0.2 8 -180
0.1} b
I -270
0 o
0 35 360
-450 & . =
10" 10° 10"

Filtros de Butterworth

Frequency (rad/sec)

Diagramas de Bode
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Filtros Reais

Bode Diagram

0 ’ T T u T
1
0.9t g -s0
]
0.8 S
5
0.7t £ oo}
0.6
0.5F .
-150 :
0.41 h 0 B
0.3 ‘ ‘ : ~90 i
- )
0.2 8 _180
01f o
8 -270
0 i i i i o
0 0.5 1 15 2 25 3 35 .
-450 & -
- : 10" 10° 10"
Filtros de Chebyshev (Ripple 10dB)

Frequency (rad/sec)

Diagramas de Bode
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Filtros Reais

Bode Diagram

Magnitude (dB)
I I
o
o o

|
[o]
o

-100

-120

-90

-180

Phase (deg)

-270

35 ~360

-450
Filtros de Chebyshev (Ripple 1dB) 10" 10° 10"

Frequency (rad/sec)

Diagramas de Bode
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Filtros Reais

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5F

0.4

0.3

0.2

0.1

3.5

Comparacao de Filtros de ordem 5
Filtros de Chebyshev (Ripple 0.2dB) Butterworth (Vermelho) e Chebyshev com ripple de 0.2 (Azul
escuro) e 1 dB.
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Projecto de Filtros Reais

Dimensionamento de filtros:

e Escolha do tipo e da ordem N do filtro
e Ripple

e Matlab
[z,p,k]=buttap(N) - resulta filtro de Butterworth de ordem N

[z,p,k]=cheblap(N,R) - resulta filtro de Chebyshev de ordem N com Ripple de R dB na banda de
passagem

[z,p,k]=ellipap(N,Rp,Rs) - resulta filtro Eliptico de ordem N com Ripple de Rp dB na banda de
passagem e Rs na banda de paragem

zpk(z,p,k) - resulta a funcao de transferéncia do filtro

e Tabelas
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Projecto de Filtros Reais

Circuito de filtro passa baixo de primeira ordem:

Vols) _ Ry 1
V;(S) R (1 + SRfo) NtA >
i . v,

Circuito de filtro passa baixo de segunda ordem:

h 1 wlo >
Vi(s)  s?RiR3CyCy+ sCu(Ry + R3) + 1 Vi 0
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Projecto de Filtros Reais

Circuito de filtro passa alto de primeira ordem:

&
Rf
N
‘/;(S) _ SRfCl
Vi(s)  (1+sRCy) e NG
+ Vo
Circuito de filtro passa alto de segunda ordem: -
RZ
Vols) _ s°RyR4C1Cy ! Ca >‘_\70
VZ(S) $2RoR,C1C5 + SRQ(Cl + 03) + 1 Vi o ) R,

Universidade da Beira Interior




Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Amostragem

Teorema (da amostragem/de Nyquist-Shannon)
Um sinal z(¢) limitado em banda, tal que X (jw) = 0 para w > w); pode ser completamente reconstruido se
for amostrado com uma frequéncia de amostragem w, > 2w;.

|X(]00)| 2 x(t)
) x(t) x(kt)  Yx(kt)

T [
t
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Amostragem

Sinal Amostrado:

zo(t) = Y w(kT,)6(t — kT,)

k=—o00

Espectro a saida do sistema de amostragem:

Espectro Final (w, = 2wyy)
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Amostragem
JXGw) XaGo) Filtro Passa-Baixo
0 @
0 20y Wq 0 Wa 20y 400
IXGw)l
Ap0s filtragem
passa-baixo
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Amostragem - ‘“Aliasing’’/ Sub-amostragem

“Aliasing”(Sub-amostragem)- Fenomeno que ocorre quando ndo se verifica w, > 2w,

Recuperacgao Possivel Caso de “Aliasing”

0 Wy Wy 20y 200 Wy 0 Wy 20

Exemplo de fenomeno de “Aliasing”: Rodas a rodar no cinema com velocidade diferente da real.
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Amostragem

Sistema de Amostragem

Filtro Filtro
Anti-Aliasing x Recuperador R
x (1) _ x(t) x (1) _ x ()= x(t)
o)
{111,
Sistema de Processamento de Sinal Digital
Filtro L . - Filtro
s a1 Digitalizagdo Sistema de Conversdo
—_— antizAliasing (Quantificacaol—y| Processamento »| em Sequéncia > R NS
xi( t) x(t) xa( t) do sinal) do sinal de Impulsos y(t)
B Digital B

Lt Eee,

ADC - Analog Digital Converter

Universidade da Beira Interior
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Filtros Digitais

Exemplo de Tipico de Filtro Analdgico implementado com filtro Digital

: Filtro Filtro de
x(t)—g* ADC x_[717 Digital W DAC Reconstrucao B
~ Filtro Analégico = W™

Filtro Passa-Baixo

Nota:

Na implementacdo de um filtro digital os dados de entrada e os cdlculos internos sdo to-

dos quantizados em precisao finita, resultando em erros de arredondamento que degradam o
funcionamento previsto teoricamente.
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Filtros Digitais

Filtros Analégicos
Caracterizados por respostas impulsivas de duragdo infinita

M—1
dkSk
Equacao Plferenczal Y, (s) k=0 N-1 dky(t) M—1 dka:(t)
de Coeficientes H,(s) = = = Z kg = dr—
Xu(s) dt dt
constantes Nz—l ) k=0 k=0
CiS
k=0
Filtros Digitais
M—1
bkzk
Equacdo as Diferencas Yy(2) k=0 N-1 M—1
de Coeficientes Hy(z) = X,02) = = Z aryln — k] = brr[n — k]
constantes d Nz_:l i k=0 k=0
apz
k=0
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Filtros Digitais

N-1
E bkzk
k=0

Hy(z) = ;;Zi?) = — = % apyln — k| = % bpx[n — Kl
Z akzk
k=0

e FIR - Finite Impulse Response Caracterizados por respostas impulsivas de duragdo finita

M—1
ap =0,comk >1 = y[n] = Z brrn — K]
k=0

e [IR - Infinite Impulse Response Caracterizados por respostas impulsivas de duracado infinita
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Filtros Digitais - Propriedades dos Filtros FIR

FIR - Finite Impulse Response

1. Tém memoria finita, logo qualquer transitorio inicial é de duragao limitada.

2. Sao estaveis BIBO, ou seja, no sentido em que uma entrada limitada origina uma saida
limitada

3. Permitem qualquer resposta em Amplitude desejavel, com uma resposta em Fase linear (ou
seja, sem distor¢ao de fase)
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Filtros Digitais

Desenho de Filtros Digitais a partir de Filtros Analogicos
Este procedimento tem as seguintes vantagens:

1. As técnicas de projecto de Filtros analogicos estao bastante desenvolvidas.

2. Alguns métodos de projecto resultam em filtros com formulas relativamente simples, origi-
nando filtros com desenho simples.

3. Em muitas aplicac¢des existe vantagem em utilizar um Filtro digital que permita simular (em
computador) o funcionamento de filtros analogicos

Universidade da Beira Interior




Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Filtros FIR

FIR - Finite Impulse Response

Sao filtros digitais de resposta finita.
Considerando um filtro genérico descrito pela equacao as diferencgas:

N-1 M—1
Z apyln — k] = Z brr[n — k]
k=0 k=0

resulta no filtro FIR de comprimento M (ordem M — 1):

ap, =0, comk >1 =

lnl = > byaln — 1

em que se considera ag = 1 para normalizagdo
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Filtros FIR

Nota: Considerando de forma geral o somatorio de convolugao

M-1
yln] = ) hiklz[n — k]
k=0
E sendo
M-1
yln] = ) brxln — k|
k=0
Entdo hlk| = by, ou seja:
M-1
hin] =) bpd[n — k]
k=0

A funcao de transferéncia é dada por:

M-1
H(Z)=) bz™*
k=0
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Filtros FIR

Pode-se provar que um filtro FIR de comprimento M (ordem M — 1) tem fase linear
se respeitar:

hin] = £h[M — 1 — n]

Filtros FIR Simétricos: h[n] = +h[M — 1 — n]

Nesse caso a fase do filtro sera dada por:

—Q 4 ,se H, (e/') >0
Dpr(ei) = com H (/%) = H, (e/?) ¢ 720112
—Q + 7 se Hy (e7) <0
M par M impar
lh[n] NI
[ 11 Ty 111,
_.l S VA ) [t] YA
il M-1
2 2
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Filtros FIR

Filtros FIR Antisimétricos: h|n] = —h[M — 1 — n]

Daqui resulta que:

2
Nesse caso a fase do filtro sera dada por:

M -1
h ( ) = (, para M impar

—QML 4+ 7/2 [ se H, (¢7) >0
¢H(€j9) = com H (ejQ) — O, (ejQ) o —IQUM—1)/247/2
—Q8=L 4+ 37/2 ,se H, (/%) <0

M par M 1impar
Ah[n] Ah[n]

BR1 0 AP I B Y

T N

o=
h
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Filtros FIR

Desenho de Filtros FIR a partir de um Filtro requerido
Truncar a resposta impulsiva do filtro requerido hpz|n] multiplicando por uma janela
wnl:

hF[R[n] = hR[TL] X w[n]

A janela rectangular € a mais intuitiva, mas apresenta desvantagens devido ao
fenomeno de Gibbs:
{ I, 0<n<M-1
wln] =
0, c.c.
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Filtros FIR

Janelas de truncatura wn|

Hamming
2
wln] = 0.54 — 0.46 cos (Mwnl) ,0<n<M-—1
Hanning
1 2mn
=—(1- <n<M-1
wn] > (1 cos(M_1>>,O_n_
Bartlett
wln] = 2n/(M — 1), 0<n<(M-1)/2
Sl 2-2n/(M—-1), M —-1)/2<n<M-1
Blackman

M -1 —

2 4
wn] :O.42—0.5cos( ™ ) + 0.08 cos (Mwnl) ,0<n<M-—1
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Filtros FIR

Janelas de truncatura wn|

Rectangular —
1 Hamming
Hanning ——— -
Blackman ——
Bartlett ——
0
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Filtros FIR

Comando do Matlab

b=firl (M-1,wc) - dimensiona filtro FIR

b - vector com coeficientes do filtro
M - comprimento do filtro FIR (ordem M-1)
wc - frequéncia de corte normalizada |0, 1]

Por defeito usa a janela de Hamming.
No entanto podem-se usar outras janelas:

b=fir1 (M- 1,wc,boxcar(M)) - usa janela rectangular
b=fir1 (M- 1,wc,hamming(M)) - usa janela de hamming (o mesmo que por defeito)

Universidade da Beira Interior




Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Filtros Digitais

Projecto de Filtros IIR

1. Invariancia Temporal
Consiste em amostrar a respota impulsiva do filtro analdgico.

2. Desenho com base na Solucao Numérica da Equacao diferencial do filtro Analégico

3. Transformada Bilinear
Solug¢ao numérica alternativa a aproximacgao das derivadas por uma equacao as diferencgas
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Analise e Processamento de Sinal e Imagem

Filtros Digitais

Projecto de Filtro IIR - Invariancia Temporal
Amostragem da resposta impulsiva do Filtro Analdgico a digitalizar:

hin] = ho(nT,)

As transformadas neste caso levam:

E P S A (AR ey

Rl a

Polos mapeados com: Re{s} < 0e |Sm{s}| < 7/T,

A

I my{s} 1 Im{z
. t -~
_ - :
Re{s} %/1 Re{Z}

- TdTa

N\
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Filtros Digitais

Projecto de Filtro IIR - Invariancia Temporal
Resposta em frequéncia do filtro digital e do filtro analdgico relacionam-se por:

. 1 X 2m
Qy . .
Hie’ )_T E H, (Jw+]?ak)

@ k=—o0

Considerando o teorema de amostragem:

Se H,(jw) = 0 para |w| > 7/T,, entdo H (¢/?) = 7-Ha(j(YT)), Q] <=

H(jw/Ta)| |[H (e
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Filtros Digitais

Projecto de Filtro IIR - Desenho com base na Solucao Numérica da Equacao diferencial do filtro
Analdgico
Sendo y[n] = y,(nT,) pode-se definir:

dy, —yln —1
primeira derivada como: d—yt — VHyn]} = yln| Ty[n |
dry
k-esima derivada como: Fka — VHyn]} = VH{V" Yy[n]}}
Isto origina a seguinte transformada: Mapamento
“ A A
1 1 / Im{s} Im{2}
= S et =
T T,

Nota: Este procedimento € altamente insa-
tisfatorio para filtros que nao sejam filtros
passa-baixo.

Re{s)

>
N
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Filtros Digitais

Projecto de Filtro IIR - Transformada Bilinear
Resolugdo numérica alternativa - Integra-se a equacado diferencial e a aproximagao numérica €
calculada para o integral

Resulta em:
2 1—z71 1+ (T,/2)s

§ = — = 2z =

T, 1+ 271 1—(T,/2)s

Em termos de frequéncia discreta (£2)
e continua (w): Mapamento

A
W | il
() = 2 arctan (w§a> (s} m{z

0 Re{s) /1 Re{2)

-
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Filtros Digitais

Projecto de Filtro IIR - Transformada Bilinear

Tem as seguintes propriedades que a fazem ser a preferida:

e Origina Filtros Digitais Estaveis a partir de Filtros Continuos Estédveis.

e Mapeia o eixo imaginario do plano s no circulo unitario do plano z (isto evita efeito de
“Aliasing”).

e Como desvantagem apresenta uma distor¢cdo no eixo da frequéncia.
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Filtros Digitais

Transformagdes de um filtro digital passa-baixo com frequéncias de corte 0,

Foérmulas de

Tipo e N ~
, requéncia Transformagao ,
Filtro Desenho Associado
PASSA o 1, 2o o, = sen((0 —)/2)
BAIXO P 1 -zl sen ((9p +8p)/2)
PASSA 0 A, _F ta o\ s (£ 6,)/2)
ALTO P 1+ az! cos ((92, — 6,)/2)
o 8 (0 +2)/2)
PASSA Q0 | 2l o - A A cos ((§22 — (1)/2)
? k-1 20k . — _
BANDA A EA o k = cotg <Q2 5 & tg%
o o8 (R +)/2)
REJEITA 0 0 | 1o gTE ekl cos ((Qg — Q1)/2)
? 1-k 20k . — _
BANDA Lhy2_Zok-14 k = cotg (Qz : O tg%
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Exemplo de Filtragem - Filtros FIR

130 130 T
120 120
110 110 . .
100 - o
ol o
- S
- .
ol
sl .
aol i
SJD 5‘3 1DID 1‘53 2&0 2.;)0 300 a 5‘3 160 1\;13 2DiD 2i53 300 i a 5‘3 1DiD 1"1‘13 260 2i53 300
(a) Original (b) Passa-Baixo (c) Passa-Alto
80 1) 1)
40 40 40
™ b
20 20 @
10
ol
10| -10 -
20f 20l
B0 a0k
A0 A0 - -0
3 sij 150 IEs w0 pYe 30 3 aij 10io 18 200 20 310 3 aij 1DiD 1% 200 2:;3 310
(e) Passa-Banda (d) Passa-Banda (f) Passa-Banda
banda baixa banda média banda alta
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Exemplo de Filtragem - Filtros IIR

i i i i i
o 50 100 150 200 260 300

(a) Original

i 1 i i |
1] 50 100 180 200 280 300

(e) Passa-Banda
banda baixa

I 1 i
100 1860 200

o
7] FRUE SRR O SN SOOI NS SN N

(b) Passa-Baixo

1
280

300

i 1 i i
1] 50 100 150 200

(d) Passa-Banda
banda média

I
280

300

o0k
ank-
A0k
50 i | i i i
a &0 100 180 200 280 300
(c) Passa-Alto
1)
40

i 1 i i i
a &0 100 150 200 280 300

(f) Passa-Banda
banda alta
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Exemplo de Filtragem - Resposta em Frequéncia dos Filtros FIR/IIR

5:' T T T T T T T T T
3 8-
g =i
= = :
= = :
[} n B
[ i :
= = :
50 1 i i l | | i i I A00 | i i I | | i i I
o oA nz 0.3 0.4 056 e 07 e 049 1 1] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 e 07 oe 09 1
Mormalized Frequency (<1 mdsample) Mormalized Frequency (<1 mdsample)
5:":“:' T T T T T T T T T
= 0 T
b i
o -5000 =]
8 8
o -10000 o
g 8.
o -180ao o
20000 | i i i 1 1 i i i =00 | i i i 1 1 i i i
a oA nz 0.3 04 056 e 07 s 09 1 0 0.1 0.2 0.3 04 0.6 e a7 ne 0.8 1
Mormalized Frequency (<1 mdisample) Mormalized Frequency (<8 mdfsample)
Filtros FIR Filtros IIR
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Exemplo de Filtragem - Comparacao Filtros FIR/IIR

Filtros FIR Filtros IIR
Soma das filtragens Soma das filtragens
(Sinal praticamente recuperado) (Sinal com distorcao de fase)
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DFT - Transformada de Fourier Discreta

Transformada de Fourier de Sinais Discretos:
—+00

X(em) = Z :I:[n]e_j”Q

n=—oo

DFT - Transformada de Fourier Discreta:

Obtem-se amostrando a transformada de Fourier de sinais discretos X (ej Q) entre 0 < Q) < 27
(um periodo) IV vezes (em intervalos AS2 = 27 /N), considerando x[n] uma sucessao de duracdo
finita de comprimento L < N:

N-1

X[k] = X (/9 =) _anle N com k=0,1,..,N -1
n=0

’ Q=27k/N

FFT - Fast Fourier Transform
Algoritmo de calculo eficiente da DFT
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DFT - Transformada de Fourier Discreta

Considerando:
DFT:
N-1
X[k] = z[n)e 72N com k=0,1,...,N—1
n=0
IDFT (DFT Inversa):

N-1
1 ~ :
x[n] = v E X[k]e2™ N com n=0,1,..,N —1
k=0
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DFT - Transformada de Fourier Discreta

Relagdo com a transformada Z

Considerando um sinal z|n] com duragio finita de comprimento N
(s6 definida paran =0, 1, ... N — 1)

N-1 N-1 | N-1
X(Z) — ZC[TL]Z_n — [N X[k]eﬂwkn/N]
() = L N X [k]
(Z) - N 1 — 6]27rk/N -1
k=0
Relacao com a transformada de Fourier
. 1 — JON-1) V-1
X (eJQ) — €
N k01_6]§227rk/N)
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DFT - Transformada de Fourier Discreta - Propriedades

Periocidade da DFT
da definicao da DFT/IDFT pode-se tirar:

x[n + N|] = x[n] para qualquer n

X[k + N] = X[k] para qualquer k

Considerando a série de Fourier de um sinal periédico a[k]| obtemos:

o = %f([k]

Linearidade

DFT > o
alxl[n] + &2372[77,] — a1 X1 []{3] + OZQXQ[IIC]
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DFT - Transformada de Fourier Discreta - Propriedades

Simetria circular de uma sucessao

Uma DFT de n pontos de uma sucessdo z|n| de duragdo finita, com comprimento . < N ¢é
equivalente a uma DFT de n pontos de uma sucesséo periddica x,[n| de periodo IV, obtida por
extensdo periddica de x[n], é dada por:

zpn| = Z x[n — IN]

[=—00

Nota: Se deslocamos a sucessdo periddica x,[n| por k unidades para a direita, resulta uma nova
sucessao periodica:

zn] =zpln — k] = Y a[n—k—IN]

A sucessao de duracgdo finita

p

' [n], o<n<N-—-1
0, caso contrario

relaciona-se com a sucessao original x[n] por um deslocamento circular.
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DFT - Transformada de Fourier Discreta - Propriedades

Ilustracao de deslocamento circular

4
x[n]
211 1 2
0123
3
3
2 1
4

Notacdo matematica: z'[n] = x[(n — k)modulo(N)] = z[(n — k)x]
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DFT - Transformada de Fourier Discreta - Propriedades

Definigoes:

e Circularidade par
Se a sucessao de N pontos € simétrica relativamente ao ponto zero

[N —n| =2zn], 1<n<N-1

e Circularidade impar
Se a sucessao de NV pontos € anti-simétrica relativamente ao ponto zero

[N —n] = —z[n], 1<n<N-1

e Reversao temporal
Se a sucessao de /V pontos € obtida por reversdo em torno do ponto zero

zl(—n)y] = z[N—n], 0<n< N -1
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DFT - Transformada de Fourier Discreta - Propriedades

Simetria - Sucessoes de valor real

z[n] real = X[N — k] = X*[k] = X[k

Simetria - Sucessoes de valor real e pares
x[n| real e par, ou seja zn] = z[N —n[, 0<k<N-1=

2k
Zx CoS Ten LO0<ESN-1

Simetria - Sucessoes de valor real e impares

x[n] real e impar, ou seja, xn] = —x[N —n|, 0 < k<N —-1=
- — 2mkn
X[k]:—jZa:[n]sm 0<kE<N-1
n=0
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DFT - Transformada de Fourier Discreta - Propriedades

Convolucgao circular e Multiplicacao de DFT’s

Convolucao circular

yln| = x[n| @h[n] = Zx[m]h[(m—n)N], n=0,1,..N—-1

Multiplicagao de DFT’s:

Multiplicagdo de duas sucessoes:
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DFT - Transformada de Fourier Discreta - Propriedades

Reversao temporal

Se x[n] DIEE k], entdo

Deslocamento temporal circular

Se x[n] IEE X[k], entao T [(n — l)N] Iﬂ; X— [k] e—j27rk:l/N

Deslocamento de frequéncia circular

DFT

Se z[n] &< X|k], entdo x [n] es2mi/N i

= X [(k =]
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DFT - Transformada de Fourier Discreta - Propriedades

Propriedade do complexo conjugado

Se zn] o8 X[k], entio " [(—n)x] = o[V —n] 2L% X+ [k
Correlagao circular
Se z[n] 28 X[kle yln] o8 VK], entdo
i, DFT ¢ ., <
rolll = ) wlnly"[(n—Dx] &= X k] V" [K]
n=>0
Autocorrelacdo circular
DFT | &, 42
reoll] = | X [K]|
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DFT - Transformada de Fourier Discreta - Propriedades

Teorema de Parseval

Se z[n] 28 X[kle yln] 28 VK], entdo
]:_:x[nw*[n] - {:_:X[k]f/w
Se y[n] = z[n]
]:Z?x[nu? - %:!XWIQ
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Calculo eficiente da DFT - FFT (Fast Fourier Transform)

x[0]® > \ > / oX[()]
0
Wy A . . X717

U T NN

x[2]® il VAY, Xr2]
wo > wi/ X/

o T

W s

x[4]® > : \/\/\ X[4]

eV > NLwi /XX 2757

x[6]° > ' 2 d /s ° X/6]
wg > wz/ N wi/ \

(] a1 ] ) « X[T]
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Filtragem Linear baseada na DFT

Consideremos o sinal x[n] com durag¢do L
zn]=0, n<0Vn>1L

O filtro FIR € dado pela sua resposta impulsiva h[n| com duragdo M
hln]=0, n<0Vn>M

A saida Filtro FIR resulta y[n] com duragdo L + M — 1
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Filtragem Linear baseada na DFT

Podemos obter Y [k] fazendo:

~ ~ ~

Y[k] = X[k|HK], k=0,1,.., N—1

em que X[k] e H[k] foram preenchidas com zeros para terem dimensdo L + M — 1

Aplicacdao da FFT para calcular as transformadas € de forma genérica mais efi-
ciente do que aplicacao da equacgao as diferencas.

Problema: Sinal de entrada muito longo:

FIR - duragdao M
x[n] - duragdo L > M
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Filtragem Linear baseada na DFT

Overlap-save method - Filtragem de longas sequéncias

Consideram-se blocos de dados de N = L + M — 1
pontos.
Cada bl iste de: Y Y
ada bloco consiste de xl([n]
e M — 1 elementos do ultimo bloco s, [l I |
e [ novos dados Xoln/
No resultado da filtragem os primeiros M — 1 pontos A Y
sao corrompidos por aliasing e t€ém que ser eliminados. x3[ n
yq(nl
M-1
pontos yolnl
liminad L
eliminados s
pontos yglnl
liminad v
eliminados
pontos
eliminados
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Filtragem Linear baseada na DFT

Overlap-add method - Filtragem de longas sequéncias
Consideram-se blocos de dados de entrada de L pontos
e as DFT sao feitas sobre N = L + M — 1 elementos.

Cada bloco consiste de: ]
e [ pontos Y v
_ xq[nf
e adcionados com M — 1 zeros P
M-1 zeros
No resultado da filtragem os dltimos M — 1 pontos xgln] 1
sao adcionados aos primeiros M — 1 pontos. -~
M-1 zeros
yqni xgln]
M-1 pontos /%j M-1
adicionados yolnl zeros
M-1 pontos 9
adicionados ygln/
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